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Résumé—On étudie ici la solidification vers l'intérieur d’un liquide de propriétés thermodynamiques
constantes, a la fois par une méthode de perturbation singuliére et par une simulation numérique. On traite
ce probléme pour trois types de conditions limites dans une géométrie plane, cylindrique ou sphérique. La
température initiale du liquide peut étre supérieure au point de fusion et on tient compte de ’échange
thermique par convection naturelle entre les phases liquide et solide au moyen d’un coefficient qu'on suppose
constant tout au long de I'analyse. On applique la méthode des coordonnées déformées pour obtenir des
solutions adimensionnelles au second ordre du nombre de Stefan, qui tient lieu ici de paramétre de
perturbation. Le domaine de validité des solutions est fonction du nombre de Biot et des conditions limites.
Les résultats obtenus concordent avec des calculs numériques pour des nombres de Stefan allant jusqu’a
3,0 dans un cas pour une solidification compléte si on applique une transformation de Shank.

1. INTRODUCTION

LE PROCESSUS de solidification d’un liquide a fait I’ob-
jet de plusieurs études récentes et continue de susciter
beaucoup d’intérét dans la communauté scientifique,
en raison de son importance technologique [1-3]. En
effet, I'ingénieur est amené dans la pratique a se pen-
cher sur ce phénoméne en de nombreuses occasions.
Que ce soit en réfrigération ou en métallurgie par
exemple, pour ne citer que deux domaines d’appli-
cation, la solidification joue un rdle important.
Cependant I’analyse des problémes de solidification
est ardue dans la plupart des cas. La source des
difficultés réside invariablement dans la détermination
de la progression du front de solidification. Ce dernier
constitue une frontiére mobile entre les phases liquide
et solide dont la position, voire la forme dans le cas
des problémes & deux ou trois dimensions, n’est pas
connue a priori.

D’un point de vue mathématique, il s’agit d’un prob-
léme non linéaire. Aussi a-t-on souvent eu recours
par le passé & des méthodes numériques pour le traiter.
La majorité des études en ce sens on fait appel a
I'approximation quasi-statique pour résoudre le
systéme d’équations régissant le mouvement de Pin-
terface liquide—solide et I’évolution des profils ther-
miques. On suppose alors que Pinterface demeure
immobile durant un cours laps de temps tandis qu’on
calcule le champ de température dans chaque phase.
Un bilan d’énergie thermique sur la durée de I'in-
tervalle sert ensuite & déterminer la nouvelle position
de I'interface en vue du prochain calcul des tem-
pératures, et ainsi de suite. Plusieurs variantes de cette
approche ont déja été employées avec succés selon
la géométrie et les conditions limites du probléme a
traiter.

Bien que les solutions numériques soient adéquates

dans la plupart des cas, il reste difficile de juger de leur
précision d’une maniére globale. De ce point de vue,
les solutions analytiques, méme approximatives, sont
attrayantes . . . 2 condition de pouvoir les obtenir,
c’est-d-dire essentiellement pour les problémes a une
dimension. En outre, elles offrent 'avantage de révéler
de fagon explicite la nature de I'influence des para-
métres importants, comme le nombre de Stefan, sur
le processus de solidification. Le seul probléme qui
posséde une solution compléte est celui d’un liquide
au point de fusion qui se solidifie dans un milieu plan
semi-infini pour les conditions de Dirichlet a I'origine.
Le systéme d’équations est alors séparable et on
trouve une solution de similarité pour la température
[4].

Dans tous les autres cas, les solutions analytiques
s’obtiennent par les méthodes de perturbation régu-
lires ou singuliéres et leur domaine de validité est
limité 4 une certaine gamme de valeurs du nombre de
Stefan, qui joue le role de paramétre de perturbation.
Des deux types de méthodes mentionnées ci-dessus, le
premier est le plus simple et le plus direct.
Prud’homme et Nguyen [5] ont pu établir de cette
fagon la forme générale des termes de la série de per-
turbation dans le cas plan pour différentes conditions
limites. Mentionnons également les travaux de
Pedroso et Demoto [6, 7] dans le cas sphérique et ceux
de Riley [8] dans le cas cylindrique. Dans ces deux
derniers cas cependant, les solutions pour la solidi-
fication vers Pintérieur divergent lorsque le front
approche du centre.

Il faut alors avoir recours au second type de
méthodes pour obtenir des solutions uniformément
valides comme I’ont fait Pedroso et Demoto [9] dans
le cas sphérique, ainsi que Riley et al. [10] et Beckett
[11] dans les cas cylindrique et sphérique. Le for-
malisme de ce type de méthode est malheureusement
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nombre de Biot, AR, /k

chaleur spécifique

coefficient de transfert de chaleur
conductivité thermique

chaleur latente de fusion
exposant

nombre de noeuds du maillage
flux de chaleur

position adimensionnelle, R/R,,
position dans la phase solide
épaisseur de la couche solide, 1 —r;
température

temps

température adimensionnelle,
(T-Ty)/AT

volume de contrdle

nouvelle coordonnée, (1—r)/S.

S R RIS

> <

Symboles grecs
o parametre

NOMENCLATURE

r parameétre, h*R (U* —1)/k

o €paisseur initiale

A accroissement

€ nombre de Stefan, cAT/L

K diffusivité thermique,
k/(pc)

P masse volumique

a, coefficient de ¢

T temps adimensionnel,
tkAT/pLR?

¢,¥ coordonnées déformées.

Indices et exposants
i+1/2 valeur a X,+AX/2
valeur a Pinterface
valeur & la paroi
valeur de référence
valeur a 'infini
valeur dans la phase liquide.
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beaucoup plus lourd, bien qu’il demeure possible, en
principe, d’établir la solution a tous les ordres du
nombre de Stefan. Par conséquent, on se contente
presque toujours d’un calcul au second ordre étant
donné que Peffort requis pour calculer le terme d’ordre
trois ne vaut pas en général le faible gain de précision
qui en résulte. Il reste encore & explorer I'approche
nouvelle, et trés prometteuse, mise de 'avant par Van
Dyke [12], qui consiste a calculer et analyser sur ordi-
nateur les coefficients des séries pour en extraire les
singularités.

Dans le cadre de cette étude, on vise & traiter de
fagon unifiée le probléme de solidification en con-
figuration plane, cylindrique et sphérique, pour les
trois conditions limites de base, soit une température
constante, un flux de chaleur constant et un coefficient
de transfert de chaleur constant. On se propose donc
d’établir la solution au second ordre pour les trois
géométries et les trois conditions limites, 1a ou les
études précédentes ne traitaient qu’une géométrie
pour une seule condition limite. On emploira pour ce
faire 1a méthode des coordonnées étirées décrite par
Van Dyke [13], quont adoptée Prud’homme et al.
[14] pour développer les formules de récurrence qui
permettent de construire la série de perturbation i
tous les ordres pour le probléme considéré ici, lorsque
le liquide est initialement au point de fusion. On con-
sidérera aussi le cas ou la température initiale est
supérieure au point de fusion, en tenant compte des
effets thermoconvectifs dans le liquide a l'aide d’un
coefficient approprié. Les solutions analytiques seront
ensuite comparées aux résultats de simulations
numériques basées sur une immobilisation de la fron-
tiére mobile afin d’estimer leur domaine de validité.

2. FORMULATION DU PROBLEME

Posons maintenant le probléme a I’étude en termes
analytiques. Soit un liquide de propriétés thermo-
dynamiques constantes qui se solidifie uniformé-
ment vers I'intérieur tel qu’indiqué a la Fig. 1. On
adopte ici les symboles k, p, L, k, ¢ pour désigner la
diffusivité thermique, la densité, la chaleur latente, la
conductivité thermique et la chaleur spécifique. Le
champ de température dans la phase solide satisfait
’équation de conduction de la chaleur 4 une dimension

qui prend alors la forme
L 0T
R 5E> M

or Kk 0
ot R"or

ou n=0, 1, 2 selon qu'il s’agit respectivement de

solidification plane, cylindrique ou sphérique.

Lorsque la température initiale 7% du liquide est

SOLIDE

Fi1G. 1. Géométrie et systéme de coordonnées.
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supérieure au point de fusion, ’écoulement induit
dans le liquide sous I'influence de la convection natur-
elle affecte 'échange thermique a Pinterface liquide—
solide. On tient compte de cet effet de fagon globale
par le biais d’un coefficient de transfert de chaleur A*
que I'on suppose constant sur toute la surface du front
de solidification. Compte tenu donc de la convection
dans la phase liquide, un bilan d’énergie a I'interface
donne

dR; oT

pL—=k

. —h* —T*
i =K, T Q)

ou T est la température de fusion. De plus
T=T; R=R. &)

On spécifie des conditions limites &4 R = R, qui
correspondent & une solidification vers I'intérieur. On
envisage trois possibilités, soit (a) une température
constante T = T, (b) un flux de chaleur constant 0"’
et (c) un coefficient de transfert de chaleur 4 constant.
Donc

@@ T=T,; R=R,
oT _
0

T
—=h(T_Tm); R=R,.

© —k3p

(4a—<)
(N.B. 1l suffirait de changer les signes du membre de
gauche de (4b) et (4c) et du second membre de droite
de (2) pour reformuler le probléme vers ’extérieur.)

11 est préférable de traiter le probléme sous forme
adimensionnelle en définissant de nouvelles variables
a cet effet. Soit

U= (T—Ty)/AT,
r = R/R,,

7= tkAT/(pLRY)
re= R¢/R,, )
ou
@ AT=T-T,, T,=T,
(b) AT =Q"R.jk, To=T,—AT
© AT=T—-T,, To=T,. (6a—)

Une fois le changement de variables effectué on
élimine 7 de (1) 4 l'aide de (2) pour obtenir le nouveau

systéme
ou |oUu 1 o0f( 08U
STH{E‘r=r‘+F}=;;5<7 E), n=20,1,2
@
drf oUu
E—gjrzq**'r 8)

ou & = cAT/L est le nombre de Stefan et I" un nombre
qui vaut A*R,(U% — 1)/k. Les conditions limites sous
forme adimensionnelle, quant 4 elles, sont données
par

r=r )
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et
(a U=0; r=1
ou
(b) E'=—l, r=1
)
(© Frq=—-BiU; r=1 (10a—)

ou Bi = hR,/k est le nombre de Biot. Le probléme
est désormais posé de maniére formelle comme un
systéme d’équations a résoudre pour le champ de tem-
pérature dans la phase solide et la position de la
frontiére mobile. Disons tout de suite que la physique
du probléme impose une limite aux valeurs que peut
prendre I', au-deld de laquelle la solidification s’arréte.
Les termes du membre de droite de (8) étant de signes
différents il ne peut en &tre autrement. Il n’est pas
difficile de démontrer & partir des résultats en appen-
dice que, pour les conditions limites (4b) et (4c), la
solidification ne peut commencer pour I'une ou l'autre
des trois géométries que si I est inférieur 4 1 et & Bi,
respectivement. D’autre part I’hypothése d’uni-
dimensionnalité et d’un coefficient #* constant n’est
réaliste que pour un faible niveau de convection dans
le liquide. Par conséquent, tout porte & croire que le
modéle de solidification a I’étude ici n’est valable que
pour de petites valeurs de I', sans doute bien inférieures
aun.

3. ANALYSE

Comme on I’a mentionné plus haut, le systéme (7),
(8) n’admet de solution fermée que dans le cas n =
I" = 0 pour une température constante imposée a r =
0. On trouve alors une solution de similitude de type
fonction d’erreur pour U, qui demeure valide pour
un nombre de Stefan arbitraire [4]. Dans tous les
autres cas on peut obtenir des solutions sous forme de
séries par les méthodes de perturbation. Ces solutions
ont un domaine de validité restreint et deviennent de
moins en moins précises & mesure que ¢ augmente.
Néanmoins elles sont utiles pour mettre en évidence
'influence initiale du paramétre ¢ sur le processus de
solidification, ou encore celle de la géométrie, des
conditions limites et d’autres paramétres tels que Bi
et I'. Les méthodes de perturbation réguliéres pré-
supposent un développement en série de la forme

o0

UGr, re; 8) = ¥ &Us(r, 1)

i=0

an

pour le champ de température dans la phase solide.
Elles sont relativement simples 4 appliquer et donnent
des solutions uniformément valides pour la solidi-
fication vers lextérieur. Mais celles-ci divergent
pour la solidification vers P'intérieur lorsque r; — 0.
On doit avoir recours aux méthodes de perturbation
singuliéres pour établir des solutions pour la solidi-
fication vers I'intérieur qui soient valides au voisin-
age du centre pour les trois géométries considérées
ici. On adopte la méthode des coordonnées étirées
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qui est 'une des plus efficaces [13]. L’approche est la
suivante. On définit d’abord formellement les vari-
ables étirées ¢ et ¥ qui doivent se réduire d ret rpd la
limite lorsque ¢ — 0, soit

¢ =f(r,r)
W= f(r, ro (12)

de sorte que ¢ = quand r = r. Au lieu d’effectuer
un développement de la fonction U elle-méme en
puissances d’¢, on développe plutét r et r; comme ceci

r= 3 o)

= L o h). (13)

On cherche ensuite a obtenir une solution U (Y, ¢)
qui satisfasse les équations et conditions limites en ¢
et y 4 'ordre zéro. Les o, sont calculés par aprés. On
n’a placé jusqu'a présent aucune restriction sur la
nature de I’étirement. On peut supposer, sans perte
de généralité, qu’il s’annule 4 r = 1. Ceci simplifie
beaucoup I’analyse. On a donc au départ pour tout r;,
¢ = 0¢/0r = 1 ar = 1. Aveccette condition le systéme
(7), (8) et les conditions limites (9), (10) deviennent
respectivement

aU 8¢ U 8¢ oU dy
6[%é‘7+rl=w{mrz+wa}

_*U(3¢} U ¢  noU o
‘5&7(5?>+%5r_2 ragar Y
drfdlll ou 0¢
&y dr [a¢ arl T (15
et
U=1; ¢=y (16)
(a) U=0; ¢=1
oU
(b) 5(1;=—1; ¢=1
(©) %%=*BiU; ¢ =1 (17a—)

La condition d’étirement nul a la paroi veut que
pour tout ¥ on ait

izl

(18)

oy, 1) = ¢

On élimine ensuite r et r; de (14) 4 'aide de (13), ce
qui donne une relation entre U, o;, ¢, y sous la forme
d’une série de puissances en &. Celle-ci permet d’établir
une équation pour U ainsi qu'une formule de récur-
rence pour les g, en identifiant d’un membre 4 I’'autre
de I’égalité les coefficients des puissances d’s. A P'ordre
zéro donc, on tire

o*U  aUu

¢a¢2+ % =0 19
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qu’on intégre aisément aprés multiplication par ¢" .
La solution pour U(y,¢) fait intervenir deux
fonctions arbitraires de ¥, notées a et b, qu’on déter-
mine & partir des conditions (16) et (17)

UW,d) =a+bo; n=0
=a+bln¢; n=1
=a+b/¢; n=2 (20

Une fois que Uy, ¢) est connue, on évalue les
fonctions o; de fagon explicite pour i > 1 au moyen
de la formule de récurrence

2—n nlaU
¢{"’ ¢<¢ 3

ou fi(, @) désigne une sommation multiple qui fait
intervenir I', 6,_,, 6,_,, . . . , 6, Cette sommation
est donnée au long dans [14] pour le cas ' =0. La
condition d’étirement nul 4 la paroi fournit deux con-
ditions pour 'intégration de (21). On peut donc en
principe déterminer o, 4 tous les ordres avec la formule
intégrale

-1 ¢ (¢
(22)

et ce, pour tous les cas considérés ici. Fait a noter,
[y, @) peut s’écrire sous une forme ou n n’apparait
pas explicitement. L’effet des conditions limites et de
la géométrie sur I’étirement se manifeste indirectement
a travers la fonction U. La lourdeur des calculs s’ac-
croit cependant trés rapidement avec i et Pexpérience
révéle que le surcroit d’effort requis n’apporte aucun
gain appréciable de précision pour de faibles valeurs
d’s. En outre, le domaine de validité du dévelop-
pement demeure le méme a toutes fins pratiques.
On s’en tiendra alors & Pordre deux dans les calculs
pour le reste de cette étude.

Aux deux premiers ordres, la sommation f,(i, ¢)
vaut respectivement

>} =fiy.9) 2D

oU | oU ou
) =¢—| — r—
Jiw. ) ¢6¢[6¢]¢=¢,+¢ oy
et
U1 da, oo,
ro=rogg G|+
(ool )5+ (G5 )
TP 59 26 "\ 9¢ "L lp-y
do, 02U r
<"’ o6 "‘) Frg +{’+ [av/aqs].,:w}

oU
{(3"’ PP """) 36

ds, oU\[oU
B w}[éa @3
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ot le symbole prime représente la dérivée totale de la
fonction évaluée a ¢ = .

On obtient une autre série de puissances pour dz/dy
en éliminant r et r; de (15) a I'aide de (14)

[0 $eg[] o, o
dw‘[aqs =w.§oe,§,[a¢ Lo @9

On peut poser sans perte de généralité la condition
initialet = 0 &y = 1. Ceci permet d’intégrer (24) pour
obtenir une relation explicite entre t et iy dans chaque
cas. Mais il est beaucoup plus simple d’intégrer plut6t
I’équation (8) numériquement, une fois qu’ont été
établies les relations r{(y) et r(y, ¢) 4 l'ordre 2 Les
solutions ¢, ¢, pour un I" non nul peuvent s’exprimer
en termes des solutions pour I' = 0, notées respec-
tivement ¢{ et ¢3. On adopte ici la notation avec des
virgules pour les dérivées partielles afin de présenter
les résultats de fagon plus concise. Suivant cette
notation, on démontre que

o\, ¢) = (1+T/[U4)o} (25)

ot chaque quantité entre crochets est évaluée d ¢ = i,
et que

a:(¥, ¢) = (1+T/[U ) 03

L e
g et

r r ,
HUA {‘ * m} [V F¥,4) (26)

[a?][U,¢]’}a
wy

ou F, vaut

F,¢) =
1 [t 2.0
N 'Um—f f E oW, O U4, §) dEdL.

On se référera 4 'appendice pour la forme ex-
plicite de U, o, 6, dans chaque cas. Mentionnons au
passage que tous les résultats quon obtient pour la
condition (10a) se déduisent de ceux qu’on obtient
pour la condition (10c) en faisant tendre Bi vers I'in-
fini dans les formules. Par conséquent, on ne donne
en appendice que les résultats correspondant aux con-
ditions (10b) et (10c) seulement.

4. SOLUTIONS NUMERIQUES

I1 est possible d’obtenir des solutions entiérement
numériques pour ce probléme, 4 partir des équations
de départ (1) et (2) préalablement adimensionnalisées.
On préfere cependant résoudre les équations trans-
formées sujettes aux conditions (9), (10) dans un
systéme de coordonnées X, t ou le front de solidi-
fication demeure fixe. Il suffit pour cela de définir
une nouvelle coordonnée X au moyen de la trans-
formation

_a=-n

¥=73

@7
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ol § = 1 —r;représente I’épaisseur de la couche solide.
De cette fagon l'interface liquide—solide se trouve
immobilisée & X = 1 et le domaine de solution des
équations fondamentales correspond toujours a
Tintervalle 0 <X < 1. Le systéme retransformeé
s’écrit alors

(- xes20)

ot Sdr oX
1 é LU
ds 10U
& " S X|xoi” 29

Les conditions limites (3), (4) deviennent quant a
elles

U=1; X=1 (30)
et
@ U=0; X=0
U
) a,=S, X=0
ou ]
©) 5?=SBzU, X=1. (3la—<)

Ces équations sont ensuite discrétisées selon le
schéma classique des différences centrales. On adopte
une formulation implicite pour (28) et une for-
mulation explicite pour (29). La méthode de solution
numérique peut se résumer ainsi. Soit U, la valeur
de U au temps 7 et au noeud X,= (i—1)AX
(i=1,2,...,N). Sur toute la durée de l'intervalle de
temps 1, < T < 7o+ A1, on pose

ou, U-u?

ot At

(32)

ou U} représente la valeur a 7,. Durant cet intervalle,
toutes les dérivées spatiales de U sont évaluées a
To+At. A ce point-ci, il est intéressant de remarquer
que (32) peut étre interprétée comme une formule
de differences centrales au temps © = 74+ At/2. Aussi
adopterons-nous les recommandations de Sparrow et
Chuck [1] voulant que le terme dS/dz de (28) soit
évalué a t = 7,+Az/2 lui aussi pour étre consistant
avec le schéma des différences centrales. La présence
des termes en 1/r" dans ’équation de conduction peut
causer des problémes qu’il est facile d’éviter en
employant la méthode des volumes de contréle. On
obtient donc, aprés intégration, I’équation de con-
duction sous forme discrétisée

Uio_Ui ds l/2U|'+|" i—1
“‘V{ Az S"’X"(E) 28X
Ui+1_Ui

AX

= (n+Dri, )

U_.-U

+(@m+1)ri AT

(33a)
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N n+1
V= Fivy2—riza2

(33b)

ot (dS/dr)"/? représente la valeur de la quantité entre
parenthéses au temps t,+A7/2. Cette valeur se
calcule par étapes a partir de (29). On pose d’abord

dsy 1 1-UY_,
(E) =5 ax T 34
dont on tire successivement
dSY AT
172 _ g0 heindl Banid
S S +(dt> 3 395
puis ensuite
s\ 1 1-U_,

On détermine enfin la nouvelle épaisseur de la
couche solide en posant

ds\"?
S = SO+<E> At.

Les calculs s’effectuent selon I'algorithme suivant a
chaque nouvelle étape dans le temps. On calcule en
premier lieu la valeur de la dérivée (dS/dz) " & l'aide
de (35), (36) avec les valeurs connues de U?, S°,
trouvées a ’étape précédente. On trouve alors le nou-
veau S avec (37). Il suffit ensuite, pour déterminer les
nouvelles températures U, de porter ces quantités
dans (36), ce qui donne un systéme tridiagonal a
résoudre par 'algorithme de Thomas. Les nouveaux
U, et S servent ensuite a calculer les suivants i la
prochaine étape dans le temps, et ainsi de suite.

Les calculs doivent commencer 4 un (faible) temps
initial T = 7* ou S = . Pour une valeur donnée de
8, © et U sont évalués a partir de la solution de
perturbation réguliére a P'ordre zéro. Les résultats

(37
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numériques présentés ci-dessous ont été calculés en
double précision pour un maillage régulier de 100
points, avec § = 1075, Le pas de calcul dans le temps
était ajusté automatiquement de fagon a ce que r; ne
varie pas plus de 2% d’une étape a ’autre. Le temps
d’exécution est de l'ordre de deux minutes sur un
micro ordinateur de la classe IBM/PC-AT.

5. RESULTATS

Dans ce qui suit, on compare les différentes solu-
tions analytiques avec des prédictions numériques
obtenues a partir d’un programme de différences
finies. Ce programme, basé sur 1’algorithme de solu-
tion décrit au paragraphe précédent, a été validé dans
le cas plan, lorsque I' = 0 [14]. Il s’est montré capable
de reproduire tres fidélement la solution de similarité
exacte pour des nombres de Stefan beaucoup plus
grands que le rayon de convergence de la solution de
perturbation au second ordre. Pour les besoins de
P’analyse des résultats a venir, on peut donc raison-
nablement faire Phypothése que la solution
numérique est fiable dans les autres cas aussi, a tout
le moins pour de faibles valeurs d’e.

5.1. Temps de solidification

On doit d’abord estimer le domaine de validité des
solutions analytiques, auquel on se référera comme
au rayon de convergence, bien qu'on ne puisse pas
parler au sens strict de rayon de convergence pour une
série tronquée au second ordre. De maniére générale,
le rayon de convergence de 'une ou l'autre des 9
solutions données en appendice dépend de rret de I'.
Pour des valeurs données de ces deux paramétres, on
peut évaluer le rayon de convergence en comparant le

Tin 1
Solutions analytiques 2" ordre
- e Solution analytique ordre
® + ¢ Solutions numdriques
F T=0,Bi=5
Cylindre
i B
0.5

FIG. 2. Temps de solidification partiel, cylindre, I' = 0, Bi = 5.
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FiG. 3. Temps de solidification partiel, sphére, I = 0, Bi = 5.

temps de solidification fourni par le calcul de per-
turbation avec celui de la solution numérique. Les
Figs. 2 4 5 représentent le temps de solidification par-
tiel correspondant a r; = 1/2, noté z,,, en fonction du
nombre de Stefan, pour les cas cylindrique et
sphérique lorsque Bi = 5et " = 0 ou 0,5.

Sur ces figures, les courbes en traits pointillés cor-
respondent aux solutions de perturbation & 'ordre
un et les courbes en traits pleins aux solutions a 'ordre
deux. Celles-ci se terminent parfois abruptement a un
¢ critique, au deld duquel il n’est plus possible d’ét-
ablir, au moyen du développement (13), de correspon-
dance entre la totalité de I'intervalle 1/2 < r; < letun
intervalle quelconque ¥, < ¥ <1 tel que ¥, > 0.

Cette condition est essentielle au succés de la méthode
des coordonnées deformées, faute de quoi les solutions
ne s’appliquent plus. Ceci est dii au fait que les termes
a1(¥, ¥) et a,(¥, ) sont de signes contraires, et que
6, toujours positif, finit par prendre le pas sur g, &
mesure qu’augmente ¢, de sorte que pour un r, donné,
tel que 0 < ry < 1, I'équation rfy) —r, = 0 n’a plus
de racine sur P'intervalle 0 < < 1 quand ¢ dépasse
un certain seuil critique.

L’accord entre les solutions numériques et analy-
tiques est excellent pour les faibles valeurs d’e dans
tous les cas. Si on accepte une marge d’erreur de,
disons 5%, on peut déterminer les rayons de con-
vergence données au Tableau 1 pour les solutions

Ta 8
s
Solutions analytiques 2*™ordre ,,"
----------- Solution analytique 1 ordre 4
®  + ¢ Solutions numeriques yd
y
=058 =5
6 Plan
I'l'
__.—" + +
L2 + 7
B .~ .+ v 7
______ +
L e +
et c
= 3
o ©
2 e © °
o O
O
[}
W T . a asm
- & passsssss A
o [l 1 1 1 1 1 1 i 1 i L 1 1
] 1 2

F1G. 4. Temps de solidification partiel, plan, I' = 0,5, Bi = 5.
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FiG. 5. Temps de solidification pariiel, cylindre, I = 0,3, Bi = 5.

analytiques dans les cas cylindrique et sphérique. Il
s’agit des rayons des solutions au second ordre, sauf
pour la condition (10b) ol on donne les rayons pour
les solutions & I’ordre un. Les seuils critiques des solu-
tions 4 'ordre deux sont résumés pour leur part au
Tableau 2. Notons que le seuil critique est toujours
beaucoup plus bas pour la condition (10b), en raison
de 'importance relative du terme de second ordre
dans la solution.

On constate que le rayon de convergence des solu-
tions n’est pratiquement pas affecté par le paramétre I,
sauf pour la condition (10b), o il y a une dlmmutlon
importante dans chaque cas. Les seuils critiques sont
légérement haussés, sauf dans un cas, sous I'influence
deT. Les Figs. 4 et 5 visent & mettre en évidence 'effet
le plus marqué du paramétre I', qui est d’augmenter le
temps de solidification, comme il s¢ doit. L’influence de
nombre de Biot, négligeable lorsque Bi est supérieur
i ~10 alors que les solutions pour les conditions
(10a) et (10c) se confondent a toutes fins utiles, devient
en revanche prépondérante a mesure que Bi tend vers
des valeurs de 'ordre de I'unité. Le temps de solidi-
fication s’accroit alors rapidement tandis que le
rayon de convergence diminue de facon abrupte.

La Fig. 6 montre, pour le cas plan cette fois,
Iévolution du temps de solidification compléte en

Tableau 1. Rayons de convergence des solutions analytiques
pour le temps de solidification partiel ./,

fonction d’s, lorsque I' = 0,5 et Bi = 5. Les rayons
de convergence correspondant aux conditions limites
{10a)—{10c) sont respectivement de 2,2, 0,7 et 1,5. Ces
valeurs sont en tous points comparables, 3 marge
d’erreur égale, avec ce qu’on trouve pour un I' nul
[14]. Pour les seuils critiques, les valeurs sont égales,
dans I'ordre, a 2,90, 1,05 et 2,90. Les Figs. 7 et 8
donnent les temps de solidification comléte pour les
cas cylindrique et shérique lorsque Bi=5¢et ' =0.
Les rayons de convergence sont plus faibles que pour
la solidification particlle. Les courbes en tirets cor-
respondent cette fois aux solutions a I'ordre deux, et
les courbes en traits pleins aux mémes solutions aprés
une transformation de Shank. La solution au second
ordre pour la condition (10d) posséde alors un seuil
critique extémement faible (~ 0,01) et devient 4 toutes
fins pratiques inutilisable. Les Figs. 7 et 8 permettent
de juger de Pefficacité de la transformation de Shank
[7] sur leS SOIUI,IOﬁS au SeCUIlu Ul'ul'C I'Oul" ld bUﬂulllUll
(10a), la transformation a pour effet de presque tripler
le rayon de convergence dans les deux cas. Pour la
condition (10b), la transformation n’est pas efficace,
et pour la condition (10c), elle réussit a ralentir la
divergence dans le cas sphérique. Le transformation
de Shank régle cependant tous les problémes de seuil

critique.

Tableau 2. Seuils critiques des solutions analytiques a I’ordre
deux pour le temps de solidification partiel 7,

Cylindre Spheére Cylindre Sphére
Ir=0 I=05 =0 I=05 I'=0 TI=05 =0 1=05
(10a) 2,50 2,60 >2,0 2,00 (10a) 2,60 2,65 2,00 2,10
{10b) 2,40 1,10 1,20 0,80 (10b) 0,61 0,75 0,18 0,18
(10c) 0,60 0,60 0,50 0,50 (10c) > 3,0 > 3,0 2,25 2,00
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F1G. 6. Temps de solidification partiel, sphére, I = 0,5, Bi = 5.
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Fi1G. 9. Position de I'interface vs 1, cylindre, I = ¢ = 0,5, Bi = 5.

5.2. Profilsder;vs ©

Les Figs. 9 et 10 illustrent la progression du front
de solidification avec le temps pour les cas cylindrique
et sphérique, lorsque I' = ¢ = 0,5 et Bi = 5. De fagon
qualitative, on peut dire que la solution pour la con-
dition (10c) représente un cas intermédiaire entre les
deux autres. Il est intéressant de constater que I’écart
entre les deux types de solutions (numérique vs analy-
tique) est déja perceptible dans le cas cylindrique pour
les conditions (10b) et (10c). On remarque le rythme
auquel I'écart s’accroit a mesure que le front de solidi-
fication s’approche du centre. Ainsi 'écart passe de
moins de 5% 4 r; = 0,5 4 20% lorsque r; = 1. Dans le
cas sphérique, 'accord est excellent pour les con-

ditions (10a) et (10c). Pour la condition (10b), I’écart
devient perceptible a partir de r; = 0,5 et s’accentue
rapidement par la suite, 4 mesure que r; diminue. La
Fig. 8 permet de constater que pour cette condition,
1a courbe représentée a la Fig. 10 correspond a un
nombre de Stefan pour lequel la solution de per-
turbation diverge déja.

5.3 Profilsde Uvsr

Les Figs. 11-13 représentent les profils de tem-
pérature dans phase solide pour les trois géométries
quand r; = 0,5. Toutes les courbes sont tracées pour
T'=0,5 et ¢=0,5 Le nombre de Stefan choisi est
inférieur au rayon de convergence de chacune des 9

Solution analytique 2hmordre
Solution analytique 1 ordre
Solution numerique

M= 0.5,Bi =5 & =05
Sphere
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F1G. 10. Position de Vinterface vs 1, sphére, I' = ¢ = 0,5, Bi = 5.
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FiG. 11. Profil de température vs r, plan, r, = 0,5, " = ¢ = 0,5, Bi = 5.

solutions. L’accord entre les prédictions numériques
et les solutions de perturbation est excellent dans 8
cas sur 9. La solution dans le cas sphérique pour la
condition (10b) fait exception. Toutefois ’accord
entre les pentes des profils de U obtenus par les deux
types de solution demeure satisfaisant, ce qui explique
que les temps de solidifications, qui sont déterminés
par la pente de U & r = r;, concordent quand méme
pour cette valeur du nombre de Stefan.

6. CONCLUSIONS

La méthode des coordonnées déformées a permis
d’obtenir des résultats nouveaux dans les cas cylin-

drique et sphérique pour les conditions limites (10b)
et (10c) qui viennent compléter les études précédentes
en considérant d’autres géométries, d’autres con-
ditions limites et le paramétre I".

La méthode s’avére sujette 4 caution dans le
cas d’une condition de Neumann & R = R,,. Il semble
dans ce cas qu’il vaille mieux se contenter d’une solu-
tion a I'ordre un. Notre conclusion abonde dans le
sens de Van Dyke [13] qui recommandait d’utiliser
cette méthode avec précaution pour les problémes
paraboliques.

La paramétre I' n’a qu’une influence mineure dans
les limites de validité du modéle unidimensionnel. Le
nombre de Biot, au contraire, joue un rdle trés impor-

u
Solutions analytiques 2*™*ordre
- m = = Solutions numdriques
= 0.5, Bim 5,E=0.5, r,= 0.5
- Cylindre
L
8
05
- c .
3
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o L A "l 1
0.5 0.7 0.9

FiG. 12. Profil de température vs r, cylindre, r; = 0,5, =& = 0,5, Bi = 5.
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Fi1G. 13. Profil de température vs r, sphére, r; = 0,5, = ¢ = 0,5, Bi = 5.

tant lorsqu’il est de I'ordre de l'unité. La trans-
formation de Shank permet d’augmenter le rayon de
convergence des solutions au second ordre pour une
condition de Dirichlet 4 R = R,
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pour la condition (10b) et

vy, ) =-—

pour la condition (10c) ot a = {+1/Bi.
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pour la condition (10b) et

pour la condition {10c).
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pour la condition (10b) et
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SINGULAR PERTURBATION SOLUTIONS FOR A GENERALIZED STEFAN PROBLEM

Abstract—Inward solidification of a liquid with constant thermal properties is studied here by both
numerical and singular perturbation methods. The problem is solved for three types of boundary conditions
in plane, cylindrical and spherical geometries. The liquid may be initially above the fusion temperature
and natural convection effects are accounted for by a coefficient which is assumed to remain constant
throughout the analysis. The method of strained coordinates is applied to obtain dimensionless solutions
up to second order in the Stefan number, which is used here as a perturbation parameter. The range of
validity of the solutions depends on the Biot number and the boundary conditions. The results obtained
are in good agreement with numerical data for Stefan numbers up to 3.0 in one case for complete
solidification after a Shank’s transformation.

LOSUNG EINES GENERALISIERTEN STEFAN-PROBLEMS MIT HILFE VON
EINZELSTORUNGSANSATZEN

Zusammenfassung—Sowoh! mit numerischen Verfahren als auch mit Einzelstdrungsansétzen wird der von
auBen nach innen fortschreitende Erstarrungsvorgang einer Flissignkeit mit konstanten thermischen
Stoffwerten untersucht. Dabei wird das Problem fiir drei verschiedene Typen von Randbedingungen und
fiir ebene, zylindrische und kugelférmige Geometrien beldst. Die Temperatur der Fliissigkeit befindet sich
zu Beginn oberhalb der Schmelztemperatur, der EinfluB der natiirlichen Konvektion wird durch einen
konstant gehaltenen Koeffizienten beriicksichtigt. Um ein dimensionsloses Ergebnis der als Stdrungs-
parameter eingesetzten Stefan-Zahl (bis zur zweiten Ordnung) zu erhaiten, wird eine Koordinat-
entransformation durchgefiihri. Der Giiltigkeitsbereich der Ergebnisse hingt von der Biot-Zahi und
den Randbedingungen ab. Die Ergebnisse stimmen im Falle der Erstarrung nach einer “Shank™-
Transformation mit den numerisch ermittelten Werten fiir Stefan-Zahlen bis 3,0 gut iiberein.

PEBIEHME OBOBIREHHOMN 3AJTAYM CTE®AHA METOZIOM CHHTVJISPHBIX
BOSMYHIEHMHA

Amsorsims-—YHCICHENM METOIOM H METO/IOM CHHIYISPHBIX BOIMYIHCHHUNE HCCICAYCTCS 3ATBEPACSAHNE
XHIAKOCTHE ¢ DOCTONHEBIME TCIUIOBMMHE cBOHCTBEMH. 3aZava DEINACTCA ANR TPEX BAINOB I'PAHMYHEIX
yCnopgi B IWIOCKOH, mayHEApATeckolt B chepuuecxoii reomeTpuax. Havamsuas TEMICPATYPa XHAKOCTH
MOXET NHPCBOCXOOUTE TEMIICPATYPY IUIABIICHHAR, # 3DPERTH ¢CTeCTRCHHON KOHBEKHHH YURTHBAIOTCH
xoobduIEeRTOM, XOTOPLIE NPEATIONATACTCA NOCTOSHARM,. MeTon eopMEPOBAHHEIX KOOPARHAT NPH-
MEHSCTCS [UIN NOJMydcHHS GeapaiMepriX peiiennil BILUIOTH JO BTOPOro nopsaxa no wmcny Credasna,
XOTOPOS HCHOB3YETCH B Xa4eCTRe napaMerpa so3Mymensif. O6nacTh DPEMCHRMOCTR peueHll 3anscuT
ot wAcna BHo B rpaEHtsbx yonoswl. ITonyueHnne pesyasTaTHl XOPOINO COIMIACYIOTCS ¢ SHCHCHHMMHE
JaBHBME 1a wacia Credana panoTs 20 3,0 B eAHHCTBEHHOM CITYHAC NOAHOTO 33TBEPICRAHAN.



