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(Rep le 20 juin 1988 et sous formejinale le 27 a’kcembre 1988) 

RQmu&On etudie ici la solidification vers l’interieur d’un liquide de proprietes thermodynamiques 
constantes, a la fois par une m&ode de perturbation singulitie et par une simulation numerique. On traite 
ce probleme pour trois types de conditions limites dans une gtombtrie plane, cylindrique ou spherique. La 
temp&ature initiale du liquide peut &tre sup&ieure au point de fusion et on tient compte de P&change 
thermique par convection naturelle entre les phases liquide et solide au moyen dun coe&ient qu’on suppose 
constant tout au long de l’analyse. On applique la methode des coordonnees deform&x pour obtenir des 
solutions adimensionnelles au second ordre du nombre de Stefan, qui tient lieu ici de parametre de 
perturbation. Le domaine de validitt des solutions est fonction du nombre de Biot et des conditions limites. 
Les &sultats obtenus concordent avec des calculs numeriques pour des nombres de Stefan allant jusqu’a 

3,0 darts un cas pour une solidification complete si on applique une transformation de Shank. 

1. INTRODUCTION 

LE PROCESSUS de solidification d’un liquide a fait l’ob- 
jet de plusieurs etudes r&centes et continue de susciter 
beaucoup d’int&iSt dans la communaute scientifique, 
en raison de son importance technologique [l-3]. En 
effet, l’ingiziieur est amen6 dans la pratique a se pen- 
cher sur ce phenomene en de nombreuses occasions. 
Que ce soit en refrigeration ou en m&allurgie par 
exemple, pour ne titer que dew domaines d’appli- 
cation, la solidification joue un rale important. 
Cependant l’analyse des problemes de solidification 
est ardue dans la plupart des cas. La source des 
difficult& reside invariablement dans la determination 
de la progression du front de solidification. Ce dernier 
constitue une front&e mobile entre les phases liquide 
et solide dont la position, voire la forme dans le cas 
des probl&nes a deux ou trois dimensions, n’est pas 
connue a priori. 

Dun point de vne math&natique, il s’agit dun prob- 
l&me non lineaire.. Aussi a-t-on souvent eu recours 
par le passe I des m&odes numeriques pour le traiter. 
La majorite des etudes en ce sens on fait appel a 
I’approximation quasi-statique pour resoudre le 
systeme d%quations regissant le mouvement de l’in- 
terface liquide-solide et l’evolution des profils ther- 
miques. On suppose alors que l’interface demeure 
immobile durant un tours laps de temps tandis qu’on 
calcule le champ de temperature dans chaque phase. 
Un bilan d%nergie thermique sur la duree de l’in- 
tervalle sert ensuite a determiner la nouvelle position 
de l’interface en vue du prochain calcul des tem- 
peratures, et ainsi de suite. Plusieurs variantes de cette 
approche ont deja et6 employees avec suc& selon 
la geometric et les conditions limites du probleme a 
traiter. 

Bien que les solutions numeriques soient adequates 

dans la plupart des cas, il reste difficile de juger de leur 
precision dune man&e globale. De ce point de vue, 
les solutions analytiques, mCme approximatives, sont 
attrayantes . . . zi condition de pouvoir les obtenir, 
c’est-a-dire essentiellement pour les problemes a une 
dimension. En outre, elles offrent l’avantage de reveler 
de fa9on explicite la nature de l’influence des para- 
metres importants, comme le nombre de &fan, sur 
le processus de solidification. Le seul probl&me qui 
posstde une solution complete est celui d’un liquide 
au point de fusion qui se solidifle dans un milieu plan 
semi-in&i pour les conditions de Dirichlet a l’origine. 
Le syst&ne d’equations est alors separable et on 
trouve une solution de similaritt pour la temperature 

[41. 
Dans tous les autres cas, les solutions analytiques 

s’obtiennent par les m&odes de perturbation r&u- 
litres ou singulieres et leur domaine de validite est 
limite a une certaine gamme de valeurs du nombre de 
Stefan, qui joue le role de parametre de perturbation. 
Des dew types de methodes mention&es ci-dessus, le 
premier est le plus simple et le plus direct. 
Prud’homme et Nguyen [S] ont pu etablir de cette 
faGon la forme g&n&ale des termes de la strie de per- 
turbation dans le cas plan pour differentes conditions 
limites. Mentionnons Bgalement les travaux de 
Pedroso et Demoto [6,7] dans le cas spherique et ceux 
de Riley [8] dans le cas cylindrique. Dans ces deux 
demiers cas cependant, les solutions pour la solidi- 
fication vers l’interieur divergent lorsque le front 
approche du centre. 

11 faut alors avoir recours au second type de 
methodes pour obtenir des solutions uniformement 
valides comme l’ont fait Pedroso et Demoto [9] dans 
le cas sphbrique, ainsi que Riley et al. [lo] et Beckett 
[ll] dans les cas cylindrique et sphbrique. Le for- 
malisme de ce type de mdthode est malheureusement 
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NOMENCLATURE 

Bi nombre de Biot, hR,/k 

fi 
chaleur sp6cifique 
coefficient de transfert de chaleur 

k conductivite thermique 
L chaleur latente de fusion 
n exposant 
N nombre de noeuds du maillage 

0” flux de chaleur 

x 
position adimensionnelle, R/Rw 
position dans la phase solide 

s Bpaisseur de la couche solide, 1 - rf 
T temperature 
t temps 
u temperature adimensionnelle, 

(T- Ti,)IAT 
V volume de controle 
x nouvelle coordonnee, (1 - r)/S. 

Symboles grecs 
u parametre 

I- parametre, h*R,( Uz - 1)/k 
6 epaisseur initiale 
A accroissement 
E nombre de Stefan, CAT/L 
K diffusivite thermique, 

k/(w) 
P masse volumique 

0, coefficient de E’ 
z temps adimensionnel, 

tkAT/pLR; 

dJY1c, coordonnees deform&es. 

Indices et exposants 
i+ l/2 valeur a Xi + AX/2 
f valeur a I’interface 
W valeur a la paroi 
0 valeur de reference 
cc valeur a I’infini 
* valeur dans la phase liquide. 

beaucoup plus lourd, bien qu’il demeure possible, en 
principe, d’itablir la solution a tous les ordres du 
nombre de Stefan. Par consequent, on se contente 
presque toujours dun calcul au second ordre Btant 
dorm& que l’effort requis pour calculer le terme d’ordre 
trois ne vaut pas en general le faible gain de precision 
qui en resulte. 11 reste encore a explorer l’approche 
nouvelle, et tres prometteuse, mise de l’avant par Van 
Dyke [ 121, qui consiste a calculer et analyser sur ordi- 
nateur les coefficients des series pour en extraire les 
singularites. 

2. FORMULATION DU PROBLEME 

Posons maintenant le probleme a l’etude en termes 
analytiques. Soit un liquide de propriites thermo- 
dynamiques constantes qui se solidifie uniformi- 
ment vers l’intirieur tel qu’indiqut a la Fig. 1. On 
adopte ici les symboles K, p, L, k, c pour designer la 
diffusivid thermique, la densiti, la chaleur latente, la 
conductivite thermique et la chaleur specifique. Le 
champ de temperature dans la phase solide sat&fait 
Equation de conduction de la chaleur a une dimension 
qui prend alors la forme 

Dans le cadre de cette etude, on vise a traiter de 
facon unifiee le probleme de solidification en con- 
figuration plane, cylindrique et spherique, pour les 
trois conditions limites de base, soit une temperature 
constante, un flux de chaleur constant et un coefficient 
de transfert de chaleur constant. On se propose done 
d’etablir la solution au second ordre pour les trois 
geometries et les trois conditions limites, la ou les 
etudes priddentes ne traitaient qu’une geomitrie 
pour une seule condition limite. On emploira pour ce 
faire la methode des coordonnees Ctirees decrite par 
Van Dyke [13], qu’ont adopt&a Prud’homme et al. 
[14] pour developper les formules de recurrence qui 
permettent de construire la serie de perturbation a 
tous les ordres pour le probleme consider6 ici, lorsque 
le liquide est initialement au point de fusion. On con- 
sidtrera aussi le cas ou la temperature initiale est 
supbrieure au point de fusion, en tenant compte des 
effets thermoconvectifs dans le liquide a l’aide dun 
coefficient approprit. Les solutions analytiques seront 
ensuite compames aux resultats de simulations 
numeriques bastes sur une immobilisation de la fron- 
tiere mobile afin d’estimer leur domaine de validite. 

_=-- 

oti n = 0, 1, 2 selon qu’il s’agit respectivement de 
solidification plane, cylindrique ou spherique. 
Lorsque la temperature initiale Tz du liquide est 

FIG. 1. GeomCtrie et systeme de coordonnQs. 
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sup&ewe au point de fusion, l’kcoulement induit 
dans le liquide sous l’influence de la convection natur- 
elle afkcte l%change thermique a l’interface liquide- 
solide. On tient compte de cet effet de fqon globale 
par le biais dun coefficient de transfert de chaleur h* 
que l’on suppose constant sur toute la surface du front 
de solidification, Compte tenu done de la convection 
dans la phase liquide, un bilan d’energie B l’interface 
donne 

dRr aT 

pLdt = kzE RX& 
-h*(T,- Tz) (2) 

oi T, est la temperature de fusion. De plus 

T=T,; R=Rf. (3) 

On spkcifie des conditions limites B R = R, qui 
correspondent a une solidification vers l’interieur. On 
envisage trois possibilitks, soit (a) tme temperature 
constante T = T,, (b) un flux de chaleur constant 0” 
et (c) un coefficient de transfert de chaleur h constant. 
Done 

(a) T= T,; R=R,,. 

(C) -k;=h(T-T,); R=R,,.. (4w 

(N.B. 11 suffirait de changer les signes du membre de 
gauche de (4b) et (4~) et du second membre de droite 
de (2) pour reformuler le probleme vers I’exterieur.) 

11 est preferable de traiter le probleme sous forme 
adimensionnelle en dtfinissant de nouvelles variables 
a cet effet. Soit 

Od 

U = (T-T&AT, z = tkAT/(pLR;) 

r = R/R,,,, rf = Rf/R, (5) 

(a) AT = T,--T,, To = T, 

(b) AT= &‘R,/k, To = T,-AT 

(c) AT = Tf- T,, To = T,. @a-c) 

Une fois le changement de variables effectue on 
&nine z de (1) a I’aide de (2) pour obtenir le nouveau 
systeme 

drf HJ -=_ 
dr ar rz7r 

+l- (8) 

oii E = CAT/L est le nombre de Stefan et r un nombre 
qui vaut h*R,,,( Uf$ - 1)/k. Les conditions limites sous 
forme adimensionnelle, quant a elles, sont don&s 

par 

U=l; r=rr (9) 

et 

(a) U=O; r=l 

(b) g = - 1; r= 1 

(c) g= -BiU; r=l ( 1 Oa-c) 

oti Bi = hR,,./k est le nombre de Biot. Le probleme 
est desormais pose de maniere formelle comme un 
systeme d’equations a resoudre pour le champ de tem- 
perature dans la phase solide et la position de la 
frontiere mobile. Disons tout de suite que la physique 
du probleme impose une limite aux valeurs que peut 
prendre I, au-deli de laquelle la solidification s’arrgte. 
Les termes du membre de droite de (8) &ant de signes 
differents il ne peut en &tre autrement. 11 n’est pas 
difficile de dkmontrer a partir des resultats en appen- 
dice que, pour les conditions limites (4b) et (4c), la 
solidification ne peut commencer pour I’une ou I’autre 
des trois geometries que si I est inferieur a 1 et a Bi, 
respectivement. D’autre part l’hypothese d’tmi- 
dimensiommlite et dun coefficient h* constant n’est 
realiste que pour un faible niveau de convection dans 
le liquide. Par consequent, tout Porte 8 croire que le 
modele de solidification a l’etude ici n’est valable que 
pour de pet&es valeurs de I, sans doute bien in&ieures 
a un. 

3. ANALYSE 

Comme on l’a mention&! plus haut, le systeme (7), 
(8) n’admet de solution fermee que dans le cas n = 
r = 0 pour une temperature constante imposke a r = 
0. On trouve alors une solution de similitude de type 
fonction d’erreur pour U, qui demeure valide pour 
un nombre de Stefan arbitraire [4]. Dans tous les 
autres cas on peut obtenir des solutions sous forme de 
series par les m&odes de perturbation. Ces solutions 
ont un domaine de validite restreint et deviemrent de 
moins en moins precises a mesure que E augmente. 
Neamnoins elles sont utiles pour mettre en evidence 
l’influence initiale du parametre E sur le processus de 
solidification, ou encore celle de la geometric, des 
conditions limites et d’autres parametres tels que Bi 
et r. Les mbthodes de perturbation r&ulieres pre- 
supposent un developpement en s&e de la forme 

U(r, r,; E) = f ciUj(r, rf) 
i=ll 

(11) 

pour le champ de temperature dans la phase solide. 
Elles sont relativement simples a appliquer et domrent 
des solutions uniform&ment valides pour la solidi- 
fication vers l’exterieur. Mais cellesci divergent 
pour la solidification vers I’interieur lorsque rf + 0. 

On doit avoir recours aux methodes de perturbation 
singulieres pour itablir des solutions pour la solidi- 
fication vers l’interieur qui soient valides au voisin- 
age du centre pour les trois geometries consider&es 
ici. On adopte la methode des coordonnkes &i&es 
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qui est l’une des plus efficaces [13]. L’approche est la 
suivante. On d&nit d’abord formellement les vari- 
ables etirees Q, et $ qui doivent se reduire a r et rF d la 
limite lorsque E + 0, soit 

4 = f(r, rf) 

$ = f(m rf) (12) 

de sorte que Q, = rl, quand r = rf. Au lieu d’effectuer 
un developpement de la fonction U elle-m&me en 
puissances d’s, on developpe plutbt r et rr comme ceci 

(13) 

On cherche ensuite a obtenir une solution U(@, 4) 
qui satisfasse les equations et conditions limites en 4 
et $ a l’ordre zero. Les oi sont calcules par apres. On 
n’a place jusqu’a present aucune restriction sur la 
nature de l’etirement. On peut supposer, sans perte 
de generalite, qu’il s’annule d r = 1. Ceci simplifie 
beaucoup l’analyse. On a done au depart pour tout rr, 
4 = a&& = 1 a r = 1. Avec cette condition le systeme 
(7), (8) et les conditions limites (9), (10) deviennent 
respectivement 

aw a4 2 0 dud24 naua4 =-- 
a42 Z +Ziar’+FZjiTG (14) 

=++' (15) 

et 

U=l; 4=* (16) 

(a) U=O; 4=1 

au 
(b) G = -1; 4=1 

au 
(c) %= -BiU; 4 = 1. (17a-c) 

La condition d’etirement nul a la paroi veut que 
pour tout 9 on ait 

ui(ti,l) =%(1/1,1) =O; i> 1. (18) 

On Climine ensuite r et r, de (14) a l’aide de (13), ce 
qui donne une relation entre U, ui, 4, J/ sous la forme 
dune serie de puissances en E. Celle-ci permet d’btablir 
une equation pour U ainsi qu’une formule de recur- 
rence pour les ui, en identifiant d’un membre a l’autre 
de l’egalite les coefficients des puissances d’a. A l’ordre 
zero done, on tire 

(19) 

qu’on integre aiskment apres multiplication par r#P ‘. 
La solution pour U($,r#) fait intervenir deux 
fonctions arbitraires de $, notees a et b, qu’on deter- 
mine a partir des conditions (16) et (17) 

U($, 4) = a+w ; n=O 

= a+bln4; n = 1 

= a+b/4; n = 2. (20) 

Une fois que U($,4) est connue, on Cvalue les 
fonctions gi de facon explicite pour i 3 1 au moyen 
de la formule de recurrence 

ou f;($, 4) dbigne une sommation multiple qui fait 
intervenir r, bi_ ,, (zi_ ?, . , co. Cette sommation 
est donnee au long dans [14] pour le cas r = 0. La 
condition d’etirement nul a la paroi fournit dew con- 
ditions pour l’integration de (21). On peut done en 
principe determiner ci a tous les ordres avec la formule 
intigrale 

(22) 
et ce, pour tous les cas consider& ici. Fait a noter, 
h($, 4) peut s’ecrire sous une forme ou n n’apparait 
pas explicitement. L’effet des conditions limites et de 
la geometric sur retirement se manifeste indirectement 
a travers la fonction U. La lourdeur des calculs s’ac- 
croit cependant tres rapidement avec i et l’expkience 
redle que le surcroit d’effort requis n’apporte aucun 
gain appreciable de precision pour de faibles valeurs 
d’~. En outre, le domaine de validite du develop- 
pement demeure le meme a toutes fins pratiques. 
On s’en tiendra alors a l’ordre deux dans les calculs 
pour le reste de cette etude. 

Aux deux premiers ordres, la sommation f;(ll/, 4) 
vaut respectivement 

et 

aa, au) Taul 
(23) 
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od le symbole prime represente la d&i& totale de la 
fonction &al&e a 4 = $. 

On obtient une autre s&tie de puissances pour dr/d$ 
en Climinant r et rf de (IS) I l’aide de (14) 

On peut poser sans perte de generalit la condition 
initiale r = 0 a $ = 1. Ceci permet d’integrer (24) pour 
obtenir une relation explicite entre z et $ dans chaque 
cas. Mais il est beaucoup plus simple d’integrer plutot 
l%quation (8) numeriquement, une fois qu’ont ete 
Ctablies les relations rfi$) et r($, 4) a l’ordre t?. Les 
solutions Q,, u2 pour un I non nul peuvent s’exprimer 
en termes des solutions pour I = 0, not& respec- 
tivement a: et a;. On adopte ici la notation avec des 
virgules pour les d&iv&es partielles atin de presenter 
les resultats de facon plus concise. Suivant cette 
notation, on demontre que 

a,($, 9) = (1+ r/[~,&J~ (25) 
od chaque quantite entre crochets est tvaluee a r#~ = $, 
et que 

od F2 vaut 

F,(IL, 9) = 

On se referera a l’appendice pour la forme ex- 
plicite de U, c,, c2 dans chaque cas. Mentionnons au 
passage que tous les resultats qu’on obtient pour la 
condition (lOa) se deduisent de ceux qu’on obtient 
pour la condition (10~) en faisant tendre Bi vers l’in- 
tini dans les formules. Par consequent, on ne donne 
en appendice que les resultats correspondant aux con- 
ditions (lob) et (10~) seulement. 

4. SOLUTIONS NUMl%ItXJES 

11 est possible d’obtenir des solutions entierement 
num&iques pour ce probleme, a partir des equations 
de depart (1) et (2) prealablement adimensionnali&s. 
On prefere cependant resoudre les equations trans- 
formees sujettes aux conditions (9), (10) dans un 
sysdme de coordonnees X, z od le front de solidi- 
fication demeure fixe. 11 sufht pour cela de demur 
une nouvelle coordon& X au moyen de la trans- 
formation 

(27) 

06 S = 1 - r, represente l’tpaisseur de la couche solide. 
De cette fa9on l’interface liquide-solide se trouve 
immobilis&e a X = 1 et le domaine de solution des 
equations fondamentales correspond toujours 1 
I’intervalle 0 < X < 1. Le systeme retransform& 
s’tcrit alors 

( au Xdsau 
& az-ZiGax > 

= SZ(l -SX)” ax 
’ “I(l-SX)n;} (28) 

dS 1 au _r -=-- 
dr sax,=, . 

Les conditions limites (3), (4) deviennent quant a 
elles 

et 
U=l; X=1 (30) 

(a) U=O; x=0 

au 
@) z=s; x=0 

au (c) E=SBiU; X= 1. (31a-c) 

Ces equations sont ensuite disc&is&es selon le 
schema classique des differences centrales. On adopte 
une formulation implicite pour (28) et une for- 
mulation explicite pour (29). La methode de solution 
numerique peut se resumer ainsi. Soit U, la valeur 
de U au temps 7 et au noeud X, = (i- 1)AX 
(i= 1,2,..., N). Sur toute la dur&e de l’intervalle de 
temps 7,, G 7 Q 7,+A7, on pose 

au, vi-u: _=P 
a7 A7 

oii Up represente la valeur a zo. Durant cet intervalle, 
toutes les deriv6es spatiales de U sont tvalu6es a 
7,+A7. A ce point-c& il est interessant de remarquer 
que (32) peut etre interpret&. comme une formule 
de di&ences centrales au temps 7 = T,, + AT/~. Aussi 
adopterons-nous les recommandations de Sparrow et 
Chuck [l] voulant que le terme dS/dr de (28) soit 
Cvalue a 7 = 7,+Ar/2 lui aussi pour etre consistant 
avec le schema des differences centrales. La presence 
des termes en l/r” dans l’equation de conduction peut 
causer des problbmes qu’il est facile d’tviter en 
employant la methode des volumes de controle. On 
obtient done, apres integration, l’equation de con- 
duction sous forme disc&is&e 

EV 
Ui+ I- Ui_ 1 

2Ax 

= (n+ l)r;+ ,,2 ui+& ui 
+(n+l)rL,,, ‘2; ” (33a) 
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V = r?+ ’ 
It l/2 -r~Z,~2 WI 

od (dS/dz) ‘I2 represente la valeur de la quantite entre 
parentheses au temps z0+Ar/2. Cette valeur se 
calcule par &tapes a partir de (29). On pose d’abord 

r 
(34) 

dont on tire successivement 

puis ensuite 

dS “2 c-1 1 1-u;_, 

dr =s”27- 
r. 

(36) 

On determine enfin la nouvelle epaisseur de la 
couche solide en posant 

s = so+ g ‘12*7. 

0 
(37) 

Les calculs s’effectuent selon I’algorithme suivant a 
chaque nouvelle &tape dans le temps. On calcule en 
premier lieu la valeur de la d&iv&e (dS/dz) ‘I2 a l’aide 
de (35), (36) avec les valeurs connues de Us, So, 
trouvees a l’etape prkcedente. On trouve alors le nou- 
veau S avec (37). 11 sufht ensuite, pour determiner les 
nouvelles temperatures Ui, de porter ces quantites 
dans (36), ce qui donne un systeme tridiagonal a 
resoudre par l’algorithme de Thomas. Les nouveaux 
Vi et S servent ensuite a calculer les suivants a la 
prochaine Ctape dans le temps, et ainsi de suite. 

Les calculs doivent commencer a un (faible) temps 
initial 7 = 7* oti S = 6. Pour une valeur donnee de 
S, 7* et U sont &values a partir de la solution de 
perturbation reguliere a l’ordre zero. Les resultats 

7 
‘fl 1 

0.5 

0 

numeriques present&s ci-dessous ont itt calcules en 
double precision pour un maillage regulier de 100 
points, avec 6 = lo- ‘. Le pas de calcul dans le temps 
etait ajuste automatiquement de facon a ce que rf ne 
varie pas plus de 2% dune Ctape a l’autre. Le temps 
d’execution est de l’ordre de deux minutes sur un 
micro ordinateur de la classe IBM/PC-AT. 

5. RI%JLTATS 

Dans ce qui suit, on compare les differentes solu- 
tions analytiques avec des predictions numeriques 
obtenues a partir d’un programme de differences 
finies. Ce programme, base sur l’algorithme de solu- 
tion d&it au paragraphe precedent, a ete valid& dans 
le cas plan, lorsque r = 0 [14]. 11 s’est montre capable 
de reproduire trb fidelement la solution de similarite 
exacte pour des nombres de Stefan beaucoup plus 
grands que le rayon de convergence de la solution de 
perturbation au second ordre. Pour les besoins de 
l’analyse des resultats a venir, on peut done raison- 
nablement faire l’hypothese que la solution 
numerique est fiable dans les autres cas auk, a tout 
le moins pour de faibles valeurs d’e. 

5.1. Temps de solidzjication 
On doit d’abord estimer le domaine de validite des 

solutions analytiques, auquel on se referera comme 
au rayon de convergence, bien qu’on ne puisse pas 
parler au sens strict de rayon de convergence pour une 
s&e tronquee au second ordre. De manibe generale, 
le rayon de convergence de l’une ou l’autre des 9 
solutions donnees en appendice depend de rf et de r. 
Pour des valeurs don&s de ces deux parametres, on 
peut &valuer le rayon de convergence en comparant ie 

Solutions analytiquer lmordn 
_______- - Solution analytiqua r ordn 
. + 0 Solutions numdtiquss 

r-O,Bi-5 

Cylindre 

FIG. 2. Temps de solidification partiel, cylindre, r = 0, Ei = 5. 
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7 
l/a 

0.6 

0.4 

0.2 

0 

hma 
- -- Solutions analytiqueskr;! ordre 

-------------- Solution analytique 1 ordre 

. + 0 Solutions numcfriques ________----------- 
+ 

r=O ,Bi=5 _--- __---- 
_----- + + + + 

_----- + 
Sph’ere __-_------;‘-- + 

+ 

+A-- 
*_$C + 

u”’ 
-P- 

C 

0 1 2 
c 

FIG. 3. Temps de solidification partiel, sphke, r = 0, Bi = 5. 

temps de solidification foumi par le calcul de per- 
turbation avec celui de la solution numerique. Les 
Figs. 2 a 5 repr6sentent le temps de solidification par- 
tie1 correspondant 6 rf = l/2, note r ,,r, en fonction du 
nombre de Stefan, pour les cas cylindrique et 
spherique lorsque Bi = 5 et l- = 0 ou 05. 

Sur ces figures, les courbes en traits pointilles cor- 
respondent aux solutions de perturbation a l’ordre 
un et les courbes en traits pleins aux solutions I l’ordre 
dew Celles-ci se terminent parfois abruptement a un 
E critique, au dela duquel il n’est plus possible d’et- 
ablir, au moyen du dkveloppement (13), de correspon- 
dance entre la totalite de l’intervalle l/2 < rr Q 1 et un 
intervalle quelconque eIlz G $ Q 1 tel que $,,* > 0. 

Cette condition est essentielle au succ& de la methode 
des coordomees deform&s, fame de quoi les solutions 
ne s’appliquent plus. Ceci est dfi au fait que les termes 
a,(~,+, $) et u*($, $) sont de signes contra&s, et que 
u2, toujours positif, finit par prendre le pas sur 6, a 
mesure qu’augmente E, de sorte que pour un r,, do&, 
tel que 0 d r. < 1, Equation ry($)-r0 = 0 n’a plus 
de racine sur l’intervalle 0 < $ 6 1 quand E d&passe 
un certain seuil critique. 

L’accord entre les solutions numeriques et analy- 
tiques est excellent pour les faibles valeurs d’e dans 
tous les cas. Si on accepte une marge d’erreur de, 
disons 5%, on peut determiner les rayons de con- 
vergence don&s au Tableau 1 pour les solutions 

--__________ 
. + 0 

6 - 

4 - 

Solutiona onoiytiquea Pordm 
Solution onolytlqua 1’ ordra 
Solutions numdtiquer 

r = 0.5, 81 - 5 

Plan 

01 ““““““” 
0 1 2 

E 
FIG. 4. Temps de solidification partiel, plan, r = O,S, Bi = 5. 
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7 %/a 

1.5 - Solutions onalytiques Fordn 
------------ Solution analytiqua 1’ ordrc 

‘_ + 0 Solutions numdtiques __--- 
r = 0.5. Bi = 5 _/ 

__-- 

Cylindre /_____---- 
_/- 

1 - 

0 I I t ,,,,,,,,,,, 

0 1 2 

c 

FIG. 5. Temps de solidification partiel, cylindre, I = O,S, Bi = 5. 

analytiques dans les cas cylindrique et spherique. 11 
s’agit des rayons des solutions au second ordre, sauf 
pour la condition (lob) 03 on donne les rayons pour 
les solutions a l’ordre un. Les seuils critiques des solu- 
tions a l’ordre deux sont resumes pour leur part au 
Tableau 2. Notons que le seuil critique est toujours 
beaucoup plus bas pour la condition (lob), en raison 
de l’importance relative du terme de second ordre 
dans la solution. 

On constate que le rayon de convergence des solu- 
tions n’est pratiquement pas affecte par le parametre I, 
sauf pour la condition (lob), od il y a une diminution 
importante dans chaque cas. Les seuils critiques sont 
legerement haussb, sauf dans un cas, sous l’influence 
de r. Les Figs. 4 et 5 visent a mettre en evidence l’effet 
le plus marqut du parametre I, qui est d’augmenter le 
temps de solidification, comme il se doit. L’influence de 
nombre de Biot, negligeable lorsque Bi est sup&ieur 
a z 10 alors que les solutions pour les conditions 
(10a) et (10~) se confondent a toutes fins utiles, devient 
en revanche prepondtrante a mesure que Bi tend vers 
des valeurs de l’ordre de l’unite. Le temps de solidi- 
fication s’accroit alors rapidement tandis que le 
rayon de convergence diminue de facon abrupte. 

La Fig. 6 montre, pour le cas plan cette fois, 
l’evolution du temps de solidification complete en 

Tableau 1. Rayons de convergence des solutions analytiques Tableau 2. Seuils critiques des solutions analytiques A l’ordre 
pour le temps de solidification partiel ‘T ,,2 deux pour le temps de solidification partiel T,,* 

(lOa) 
(lob) 
(104 

Cylindre 
l-=0 I- = 0,5 

2,50 2&O 
2,40 1,lO 
0,60 0,60 

Sphere 
l-=0 1- = 0,5 

> 2,0 2700 
1,20 0,80 
0,50 0,50 

UOa) 
(lObI 
(104 

Cylindre 
l-=0 1- = 0,5 

2,60 2,65 
0,61 0,75 

> 3,0 > 3,0 

SphQe 
r=o r = 0,5 

2900 2,lO 
0,18 0,18 
2,25 2,00 

fonction d’s, lorsque I = 0,5 et Bi = 5. Les rayons 
de convergence correspondant aux conditions limites 
(lOa)-(1Oc) sont respectivement de 2,2,0,7 et 1,5. Ces 
valeurs sont en tous points comparables, a marge 
d’erreur &gale, avec ce qu’on trouve pour un P nul 
[14]. Pour les seuils critiques, les valeurs sont &gales, 
dans l’ordre, a 2,90, 1,05 et 2,90. Les Figs. 7 et 8 
donnent les temps de solidification comlete pour les 
cas cylindrique et sherique lorsque Bi = 5 et r = 0. 
Les rayons de convergence sont plus faibles que pour 
la solidification partielle. Les courbes en tirets cor- 
respondent cette fois aux solutions A l’ordre deux, et 
les courbes en traits pleins aw m&es solutions apres 
une transformation de Shank. La solution au second 
ordre pour la condition (1Od) poss&Ie alors un seuil 
critique extemement faible (x 0,Ol) et devient a toutes 
tins pratiques inutilisable. Les Figs. 7 et 8 permettent 
de juger de l’efficacite de la transformation de Shank 
[9] sur les solutions au second ordre. Pour la condition 
(lOa), la transformation a pour effet de presque tripler 
le rayon de convergence dans les deux cas. Pour la 
condition (lob), la transformation n’est pas e&ace, 
et pour la condition (lOc), elle reussit a ralentir la 
divergence dans le cas spherique. Le transformation 
de Shank rtgle cependant tous les problemes de seuil 
critique. 



Solutions par ~~urbations singuWes pour un probl&me de Stefan g&&aIid 1509 

7 l/n 

1 

0.5 

0 

7 

.” 

Solutions a”ai~iqu~~~~~~ordr~ 

_ ----------- Solution analytique 1 ordre 

* Solutions numk-iques 

r= 0.5, Bi = 5 

0 1 2 

FIG. 6. Temps de solidification partiel, sph&e, r = 0,5, Bi = 5. 

-Solutions a~~l~iques Shanks 

2 - - Solutions analytiques 2 
. Solutions analytiques 1 

l Valeurs num&iques 
Cylindre, Bi=5, i-=0 

0 1 2 3 

E: 
FIG. 7. Temps de so~di~cation total, cylindre, r - 0, Bi = 5. 

“I 

a 

0 1 2 3 

& 
FIG. 8. Tamps de solidification total, sphk, r = 0, Bi = 5. 

-Sol. anat. Shanks 
- - Sol. analytiques 2 
. . . Sol. analytiques 1 
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1 

Solution onolytiqus 2nordn 
Solution onolytiqua 1 ordre 
Solution numdrique 

r- 0.5. Ei - 5, E = 0.5 

Cylindn 

0.5 - 

0 

___-___---- 
. . . 

. ‘. 
*. 

-.., 

. L. 
-. 

*\ 
. ‘. 

‘. 
‘. 

‘. 
. ‘. 

. . 

0 0.5 1 

FIG. 9. Position de l’interface vs r, cylindre, r = E = 0,5, Bi = 5. 

5.2. Projils de rf us z 
Les Figs. 9 et 10 illustrent la progression du front 

de solidification avec le temps pour les cas cylindrique 
et sphkrique, lorsque r = E = 0,5 et Bi = 5. De fagon 
qualitative, on peut dire que la solution pour la con- 
dition (1Oc) reprknte un cas intermkdiaire entre les 
deux autres. 11 est intkressant de constater que 1’Ccart 
entre les deux types de solutions (numkique vs analy- 
tique) est d&jP perceptible dans le cas cylindrique pour 
les conditions (lob) et (1Oc). On remarque le rythme 
auquel l’kart s’accroi’t ?t mesure que le front de solidi- 
fication s’approche du centre. Ainsi l&art passe de 
moins de 5% B rf = 0,5 A 20% lorsque rf = 1. Dans le 
cas sphkrique, l’accord est excellent pour les con- 

ditions (10a) et (1Oc). Pour la condition (lob), l’kcart 
devient perceptible B partir de rf = 0,5 et s’accentue 
rapidement par la suite, k mesure que rf diminue. La 
Fig. 8 permet de constater que pour cette condition, 
la courbe rep&e&e d la Fig. 10 correspond B un 
nombre de Stefan pour lequel la solution de per- 
turbation diverge dhj&. 

5.3 Pro@ de II us r 
Les Figs. 11-13 reprksentent les profils de tem- 

ptkature dans phase solide pour les trois gkom&ies 
quand rf = 0,5. Toutes les courbes sont tracks pour 
I- = 0,5 et E = 0,5. Le nombre de Stefan choisi est 
infirieur au rayon de convergence de chacune des 9 

bma 
Solution analytique 2k ordre 

--------------. Solution analytique 1 ordre 

n Solution num&ique 

r= 0.5, Bi = 5, E = 0.5 

*. 
m. 

0 0.5 

FIG. 10. Position de I’interface vs ‘c, sphkre, r = E = 0,5, Bi = 5. 
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0 0.5 1 

r 

FIG. 11. Profil de tempkrature vs r, plan, rr = O,S, r = e = 0,5, Bi = 5. 

solutions. L’accord entre les predictions numeriques 
et les solutions de perturbation est excellent dans 8 
cas sur 9. La solution dans le cas spherique pour la 
condition (lob) fait exception. Toutefois l’accord 
entre les pentes des profils de U obtenus par les deux 
types de solution demeure satisfaisant, ce qui explique 
que les temps de solidifications, qui sont d&ermines 
par la pente de U a r = r,, concordent quand m&ne 
pour cette valeur du nombre de Stefan. 

8. CONCLUSIONS 

La m&ode des coordom&s deform&s a permis 
d’obtenir des r&hats nouveaux dans les cas cylin- 

drique et spherique pour les conditions limites (lob) 
et (1Oc) qui viennent completer les etudes pr&dentes 
en considerant d’autres geometries, d’autres con- 
ditions liites et le parametre r. 

La methode s’av&e sujette a caution dans le 
cas d’une condition de Neumann B R = &. II semble 
dans ce cas qu’il vaille mieux se contenter dune solu- 
tion a l’ordre un. Notre conclusion abonde dans le 
sens de Van Dyke [13] qui recommandait d’utiliser 
cette methode avec precaution pour les probl&mes 
paraboliques. 

La parametre r n’a qu’une influence mineure dans 
les limites de validite du modele unidimensionnel. Le 
nombre de Biot, au comraire, joue un rale tr& impor- 

FIG. 12. Protil de temphrature vs r, cylindre, rr = 0,5, r = e = 0,5, Bi = 5. 
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Solutions analytiques *ordrs 
Solution analytique ? ordm 
Solutions numdriquea 

r - 0.5. Si- 5x=0.5. r = 0 
SphbV2 

f 

r 

FIG. 13. F’rof2 de temperature vs r, sphere, rr = 0,5, I = E = 0,5, Bi = 5. 

tant lorsqu’il est de l’ordre de l’unitb. La trans- 
formation de Shank perrnet d’augmenter le rayon de 
convergence des solutions au second ordre pour une 
condition de Dirichlet B R = R,. 
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pour la condition (lob) et 

pour la condition (1Oc) od a= I + ljrri. 
Ordre un 

pour la condition (lob) et 

pour la condition (101~). 
Ordre deux 

pour la condition (lob) et 

pour la condition (1Oc). 

pour (lob) et 

ln&“u w 4) ‘I - lnl&-a 

pour (10~) o& u = l/Bi. 
Ordre un 

pour la condition (lob) et 

crf = 
,p~~‘+2u+l)lnO+(l+~)(l-~2) 

*2(lndi-c# 

pour la condition (IO@. 
Ordre deux 

l--4@ 
~~=~6(-f+~2-21n#)+ 

pour la condition (lob) oh 

F&I, #) = cb 
-5+~2~~4-41~#-8#2in#* 

adt2 



1514 M. ~uD'~~ et T. HUNG NGUYES 

D’autre part on trouve 

a; = #a: 
-1+~‘-ln~(l+~2)+a(-1+~2-21ni$) 

4$*(lnyli-a)* 

pour la condition (WC), oh a? reprksente la d&iv&e de uf(&$) qui vaut 

tandis que la fonction Fz est dhfinie comme suit 

Car sph@que 
Ordrft zkro 

pour la condition (lob) et 

pour la condition (10~) oti u = 1 - l/B. 
Ordre un 

pour la condition (lob) et 

O- 
Cl 

_ Q, -(l-a~)3-3~~(l-a)2+(l-a)2(l+2a) 
6ti2a2(1 -a$)” 

pour la condition (10~). 
O&e deux 

6&k #) = (1 - W2)“a~ - 

0 _ cp3~(~5-44’+2~2+3$-2)+4(g’-3~+2)(1-Jll) +d(-~5+10~3-20~Z+15~-4) 
*2 - 36J/’ 3OJ1’ 



Solutions par ~~~~~ons siu~~r~ ponr un problhme de Stefan gin&al% 

pour la condition (lob) et 

pour la condition (1oC). 

SINGULAR PERTURBATXON SOLUTIONS FOR A GENERALIZED STEFAN PROBLEM 

Al&a&--Inward soliditication of a liquid with constant thermal properties is studied here by both 
n_ericaI and singular pertmbation methods. The problem is solved for three types of boundary conditions 
in plane, cylindrical and spherical geometries. The liquid may be initially above the fusion temperature 
and natural convection effects are accounted for by a coefficient which is assmned to remain constant 
throughout the analysis. The method of strained coordinates is applied to obtain dimensionless solutions 
up to second order in the Stefan nmber, which is used here as a pertmbation parameter. The range of 
validity of the solutions depends on the Biot number and the boundary conditions. The results obtained 
are in good agreement with numerical data for Stefan numbers up to 3.0 in one case for complete 

~lidi~cation after a Shank’s tm~fo~ation. 

LtlSUNG EINES G~~~LISIERTEN ST~FAN-PROBLEMS MIT HILFE VON 
EINZELSTC)RUNGSANS~TZEN 

Sowohl mit numerischen Verfabxen aIs such mit ~~~~~~~ wird der van 
a&n nach innen fortschreitende Erstarrungsvorgang einer Fliissignkeit mit konstanten ~~~ 
Stoffwerten untersucht. Dabei wird das Problem fiir drei verschiedene Typen von Randbedingungen und 
fiir ebene, zylindrische nnd kugelf6rmige Geometrien b&W Die Temperatur der Fl&sigkeit ffidet sich 
zu Beginn oberhalb der Schmelztemperatur, der EintluD der natirlichen Konvektion wird dnrch einen 
konstant gehaltenen KoefIizienten berikksichtigt. Urn ein dimensionsloses Erg&is der als St&ungs- 
parameter eingesetzten Stefan-Zahi (his zur zweiten Ordmmg) zu e&a&en, wird eine Koordinat- 
entransformation durChgef%hrt. Der Giiitigkeitsbereich der Ergebnisse hiingt van der Biot-Zahl und 
den ~d~n~n~ ab. Die Ergebnisse stimmen im Falie der Erstarrung nach einer “Shank”- 

Tm~fo~ation mit den numerisch e~i~elt~ Werten fiir Stefan-hen bis 3,0 gut iiberein. 


